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Ikkinchi Tartibli Parabolo-Giperbolik Tipdagi Tenglama Uchun 

Nolokal Shartli Masalalar 
 

Khalilov Kobiljon Solijonovich 1, Ne’matjonova Muattarkhon Rustamjon kizi 2 
 

 

Annotatsiya: Ushbu maqolada ikkinchi tartibli model parabolo-giperbolik va parabolik qismida 

spektral parametr qatnashgan aralash tipdagi tenglamalar uchun integral shartli masalalarning bir 

qiymatli yechilishi tadqiq qilingan. Masalalar yechimining mavjudligi va yagonaligi integral 

tenglamalar nazariyasi yordamida isbotlangan.  

Kalit so‘zlar: Parabolo-giperbolik tipdagi tenglama, integral shartli masala, Koshi masalasi, 

Volterra integral tenglamasi, integral tenglamalar nazariyasi. 

 

Kirish: Parabolo-giperbolik tenglamalar uchun chegaraviy va boshlang‘ich chegaraviy masalalar 

o‘rganish bo‘yicha tizimli tadqiqotlar o‘tgan asrning 60-yillaridan boshlandi. Bunday tenglamalar 

uchun masalalar o‘rganishga bag‘ishlangan dastlabki ishlar qatoriga G.M.Struchina, S.I.Gayduk va 

A.Ivanov, O.A.Ladijenskaya va L.Stuplyalis, L.A.Zolinalarning ishlarini keltirish mumkin. 

Keyinchalik, parabolo-giperbolik tenglamalar uchun fundamental natijalar uchinchi tartibli 

tenglamalar uchun M.S.Salahitdinov, T.D.Djurayevlar tomonidan olingan bo‘lsa, ikkinchi tartibli 

tenglamalar uchun esa A.M.Naxushev, V.A.Vragov, N.Y.Kapustinlar tomonidan olindi. Nolokal 

shartli masalalarning eng muhim turlaridan biri integral shartli masalalardir. Bunday shartli masala 

tadqiqotini dastlab Dj.R.Cannon tomonidan amalga oshirilgan bo‘lib, N.Ionkin, A.M.Naxushev, 

L.A.Muravey, A.V.Filinovskiy, L.S.Pulkina, A.I.Kojanov, O.S.Zikirov, A.T.Asanova, K.B.Sabitov, 

A.Q.O‘rinov va boshqalar tomonidan rivojlantirilgan. 

xOy  tekislikning 0,x   1,y   1x   to‘g‘ri chiziqlar hamda giperbolik tipdagi tenglamaning 

0,x y   1x y 
 
xarakteristikalari bilan chegaralangan chekli sohani D  bilan belgilaylik hamda 

ushbu  1 ( 0) ,D D y AE     2 ( 0),D D y    ( ,0) :AE x  0 1 ,x   

  , : ,OM x y y x    0 1 2 ,x   ( , ) : 1,BM x y y x    1 2 1x   belgilashlarni 

kiritaylik.  

Ushbu  

1

2

0, ( , ) ,

0, ( , )

xx y

xx yy

u u x y D

u u x y D

  


  

      (1) 

 tenglama uchun D  sohada quyidagi masalani qaraylik. 

1- masala. Shunday 
2,1 2

, 1 , 2( , ) ( ) ( ) ( )x y x yu x y C D C D C D    funksiya topilsinki, u 1D  va 
2D  

sohada (1) tenglamaning regulyar yechimi hamda ushbu 

 

1

1

0 0

( , ) (0, ) ( ),

y

u x y dx u t dt y    0 1;y   (2) 
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2(1, ) ( )u y y , 0 1;y   (3) 

 ( , 1) ( ),u x x x   0 (1/ 2);x    (4) 

 
0 0

lim ( , ) lim ( , ),y y
y y

u x y u x y
 

  0 1x    (5) 

shartlarni qanoatlantirsin, bu yerda 1( ),y   2( ) 0,1y C  ,    2( ) 1 2,1 1 2,1 ,x C C    

 ( ) 1 2,1x L    va 2(1) (1) (0)     kelishuv sharti bajarilsin.  

D  sohada ushbu  

2

1

2

, ( , ) ,
0

, ( , ) ,

xx y

xx yy

u u u x y D

u u x y D

   
 

 

    (6) 

aralash tipdagi tenglamani qaraylik, bu yerda  - berilgan haqiqiy son.  

2-masala: Quyidagi xossalarga ega bo‘lgan ( , )u x y funksiya topilsin: 

1) 
2,1 2,2

, 1 , 2( , ) ( ) ( ) ( );x y x yu x y C D C D C D    

2) ( , )u x y  funksiya 
1 2D D  sohada (6) tenglamaning regulyar yechimi; 

3)  (2), (3), (5) va  

 ( , ) ( ),u x x x   0 (1/ 2);x    (7) 

shartlarni qanoatlantirsin, bu yerda 1( ),x  2 ( )x - berilgan silliq funksiyalar. 

Endi 1-masalaning bir qiymatli yechilishini tadqiq qilish bilan shug‘ullanamiz. Faraz qilaylik, ( , )u x y  

funksiya qo‘yilgan masalaning yechimi bo‘lsin. Masala shartlariga asoslanib, quyidagi belgilash va 

farazlarni kiritaylik: 

           

       

2

1

0 0

, 0 , 0 , 0 1, 0,1 0,1 ;

lim ( , ) lim ( , ) , 0 1, 0,1 0,1 .y y
y y

u x u x x x x C C

u x y u x y x x x C L

 

 
 

       

     
 (8) 

Yuqoridagi belgilashlarga asosan 
2D  sohada tor tebranish tenglamasi uchun qo‘yilgan Koshi 

masalasining yechimi [15] 

( ) ( ) 1
( , ) ( )

2 2

x y

x y

x y x y
u x y d

 
  





  
       (9) 

ko‘rinishda yoziladi. (9) formulani (4) shartga bo‘ysundirsak, Koshi masalasi yechimi ko‘rinishi 

         
2 1

1

1 1
, 1 2 1 1 ,

2 2

x

u x x x d x     


          0 (1 2)x  , 

ya’ni 

       
2 1

1

2 1 1 2 ,

x

x d x     


     0 (1 2)x   
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kelib chiqadi. Oxirgi tenglikda  2 1 0,1x z    belgilash kiritib va z  o‘zgaruvchi bo‘yicha 

differensiallab, so‘ngra z  ni x  ga ekvivalent almashtirib, 
2D  sohada  x  va  x  noma’lum 

funksiyalar o‘rtasidagi  

     ( 1) / 2 ,x x x       0 1x     (10) 

 asosiy funksional munosabatga ega bo‘lamiz.  

1D  sohada    ,u x y C D  va    ,yu x y C D  ekanligini e’tiborga olib, (1) tenglama va (2), (3) 

chegaraviy shartlardan 0y   da limitga o‘tsak,  

    0,x x     0 1;x       (11) 

   
1

1
0

0 ,x dx   
2(1) (0)       (12) 

hosil bo‘ladi. 

Agar (10), (11) va (12) munosabatlardan foydalanib,      20,1 0,1x C C    va 

     1 0,1 0,1x C L    noma’lum funksiyalar bir qiymatli topilsa, u holda qo‘yilgan masalaning 

yechimi 
2D  sohada (9) formula bilan topiladi. Shu maqsadda, (8) belgilashlarni e’tiborga olgan holda 

 x  funksiyaning (10) ifodasini (11) tenglamaga qo‘yib, 

     ( 1) / 2 ,x x x          0 1x     (13) 

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Natijada oddiy differensial tenglama uchun {(12),(13)} 

masala hosil bo‘ladi. Oddiy differensial tenglamalar nazariyasidan ma’lum usullardan foydalanib, 

{(12), (13)} masalaning yechimi  x  funksiyani 

 
1

2 1 2

1 1
( ) 4 3 (0) (0) 3 (0)

2 2

xx e
x

e
    

   
          

 

1 1

1

0 0 0

4 1 1 2 1
1 2

2 2 2 2

x

x x z zx z z
e dx e e dz e dz

e e
          

                 
    

 
1 11

1 1

0 0

2 1 2 1 1
1 1

2 2 2 2

x
x z zz e z

e e dz e dz
e e e

 


        
              

   (14) 

 ko‘rinishda topamiz. Buning natijasida qo‘yilgan 1-masala 1D  sohada quyidagi masalaga keladi. 

1'-masala. 1D  sohada 0xx yu u   tenglamaning (2), (3) va    ,0u x x , 0 1x   shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda  x  funksiya (14) tenglik orqali aniqlanadi. 

Hosil bo‘lgan 1'-masala avvalgi [26] ishda o‘rganilgan masalaga o‘xshash bir qiymatli yechilishi 

tadqiq qilinadi. 

Endi 2-masalaning bir qiymatli yechilishi tadqiqi bilan shug‘ullanamiz. Faraz qilaylik, ( , )u x y  

funksiya qaralayotgan masalaning yechimi bo‘lsin. (8) belgilashlarga asosan 
2D  sohada tenglama 

uchun qo‘yilgan Koshi masalasining yechimi (9) ko‘rinishida yoziladi. 
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(9) formulani (7) shartga bo‘ysundirsak, 

         
0

2

1 1
, 0 2 ,

2 2
x

u x x x d x              0 (1 2)x  , 

ya’ni 

       
2

0

0 2 2 ,

x

x d x         0 (1 2)x    

hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikda  2 0,1x z   belgilash kiritib va z  o‘zgaruvchi bo‘yicha 

differensiallaymiz, so‘ngra z  ni x  ga ekvivalent almashtirib 
2D  sohada  x  va  x  noma’lum 

funksiyalar o‘rtasidagi  

     / 2 ,x x x      0 1x      (15) 

 asosiy funksional munosabatga ega bo‘lamiz. 

1D  sohada    ,u x y C D  va    ,yu x y C D  ekanligini e’tiborga olib, (6) tenglama va (2), (3) 

chegaraviy shartlardan 0y   da limitga o‘tsak,  

   2 ( ) ,x x x       0 1;x        (16) 

   
1

1
0

0 ,x dx   
2(1) (0)        (17) 

hosil bo‘ladi.  

Agar (15), (16) va (17) munosabatlardan foydalanib,      20,1 0,1x C C    va 

     1 0,1 0,1x C L    noma’lum funksiyalar bir qiymatli aniqlansa, u holda qo‘yilgan 

masalaning yechimi 
2D  sohada (9) formula bilan topiladi. Shu maqsadda  x  funksiyaning (15) 

ifodasini (16) tenglamaga qo‘yib, 

     2 ( ) / 2x x x x          , 0 1x     (19) 

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Natijada oddiy differensial tenglama uchun {(16),(17)} 

masala hosil bo‘ladi. Oddiy differensial tenglamalar nazariyasidan ma’lum usullardan foydalanib, 

noma’lum  x  funksiyani 

0 0

2 2 2
( ) (0)

2 2

x xax bx
ax bx az bzae z be z

x e e e dz e dz
a b a b a b

       
              

   

2 1

2 2
(0) (0) (0)( 1)( 1) (0)

( ) ( )

bx b bx b a a b be Ae e e
b a b a b

       
       

  

   2

2

2 1 1 1 1 1
(0) (0)

b
a b bx b a ax bx b a ax be

A e e e e A e e
a b a b a b b

       
         

    

   
1

2

0

2 1 2
(0)

2

b
ax a b ax bx b a bx b a a b aze a z

e e e e e e dz
a b b a b

           
        

    

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      
1 1

(1 )

0 0

2 2
1 1

2 2

b bx b a bx bz bx b a ax a zz z
A e e be b e dz A e e e dz

a b a b
         

           
    

   
1

(1 )

0

2
1

2

bx b a ax b z z
e e e dz

a b
    

    
  

      (19) 

ko‘rinishda topamiz, bu yerda  21
1 1 4

2
a    ,  21

1 1 4
2

b    , 

1

1a a b ae e e
A

a b


  

  
 

.  

Bundan 2-masala 1D  sohada quyidagi masalaga ekvivalent keltiriladi.  

2'-masala. 1D  sohada 
2 0xx yu u u    tenglamaning (2), (3) va    ,0u x x , 0 1x   

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda  x  funksiya (19) tenglik orqali aniqlanadi. 

Endi 2 -masalaning bir qiymatli yechilishini tadqiq qilamiz. Faraz qilaylik,  ,u x y  funksiya 2 -

masalaning yechimi hamda    0, ,u y y  0 1,y      0,1y C   bo‘lsin. U holda 1D  

sohada birinchi chegaraviy masalaning yechimi  ,u x y  funksiya [3] 

2 2
1

( )

0 0

( , ) ( ) ( , ; ,0) ( ) ( , ;0, )

y

y yu x y e G x y d e G x y d  

             

2 ( )

2

0

( ) ( , ;1, )

y

ye G x y d 

         (20) 

ko‘rinishda yoziladi, bu yerda ( , ; , )G x y   - Grin funksiyasi, 

2 21 ( 2 ) ( 2 )
( , ; , ) .

4( ) 4( )2 ( ) n

x n x n
G x y exp exp

y yy

 
 

  





       
        

      
 

(20) tenglikni (2) shartga bo‘ysundirib, x  bo‘yicha  0,1  kesmada integrallaymiz:  

 
2 2

1 1 1

( )

0 0 0 0

, ( ) ( , ; ,0) ( ) ( , ;0, )

y

y yu x y dx e G x y d e G x y d  

        


  


     

2 ( )

2

0

( ) ( , ;1, )

y

ye G x y d dx 

   


 


 . 

Oxirgi ifodaning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralda integrallash tartibini o‘zgartirib, so‘ngra 

    1/ /G x G       ekanligini e’tiborga olsak, bunda  

2

1

21 ( 2 ) ( 2 )

(
( , ; , ) exp exp

4 ) 4( )2 ( ) n

G
x n x n

y yy
x y

 

 









       
       

     



 

bo‘lib, 
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1

0

0

1
( , ;0, ) ( , )

( )
G x y dx K y

y
  

 
  


     (21) 

kelib chiqadi, bu yerda  

 
2 2

0
1

2 (2 1)
, exp exp .

4( )( ) n

n n
K y

y yy


  





    
        

      
 

Yuqoridagi (21) tenglikni, shuningdek, 0 ( , )K y   funksiya {( , ) : 0 1}y y    da uzluksiz 

differensiallanuvchiligi hamda 
0 0lim ( , ) lim ( , ) 0y

y y
K y K y

 
 

 
   ekanligini inobatga olsak, 

2
1

( )

0

0

2

0

1
( , ) ( , ) ( ) ( ),

( )

y

yu x y dx K y e d g y
y

    
 


 

    
  

   (22) 

hosil bo‘ladi, bu yerda 

2 2
1 1

( )

2

0 0 0

2 ( ) ( ) ( , ; ,0) ( ) ( , ;1, ) .

y

y yg y e G x y d G x y e d dx  

        
  

  
  
     

(22) ni (2) shartga qo‘yib va (0, ) ( )u y y  belgilashga ko‘ra, ( )y  funksiyaga nisbatan quyidagi 

integral tenglamaga ega bo‘lamiz [9]: 

1

2

/

1

2

1

0 0

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ),

y y

y d K y d y g y        


        (23) 

bu yerda  

2 2( ) 1/2 ( )

1 0( , ) ( , ) [ ( )]1 1y yK y K y e y e              
  




.  (24) 

Ushbu  

3 2 1

0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

y

g y y g y K y d             (25) 

belgilashni kiritaylik va 3( )g y  funksiyani vaqtincha ma’lum deb qarab, (23) tenglamadan ( )y  

funksiyaga nisbatan Abel integral tenglamasiga ega bo‘lamiz [9]: 

1

3

/2

0

1
( ) ( ) ( ), 0 1.

y

y d g y y   


       (26)  

(24) tenglik va (17) shartning birinchisidan foydalanib, 
3(0) 0g   ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. 

Abel integral tenglamalar nazariyasiga asosan [9], 
3(0) 0g  ekanligidan (26) tenglamani 

1/2

3

0

1
( ) ( ) ( ) , 0 1

y

y y z g z dz y


      

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan, (25) belgilashni e’tiborga olib ba’zi almashtirishlarni bajarib, 

quyidagi 
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2 4

0

( ) ( , ) ( ) ( ), 0 1

y

y K y d g y y            (27) 

ikkinchi tur Volterra integral tenglamasiga ega bo‘lamiz [9], bu yerda 

4 1

1/

0

2

2( ) ( ) [ ( ) ( )] ,

y

g y y g d          

1/2 1/2

2 1 1

1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) .

y

K y y K y z K z dz
z



    


 
  

    
  

  

Agar 
1( ) [0,1],x C   

1

1 2( ), ( ) [0,1],y y C    
2(0) (0) 0    bo‘lsa, u holda 2 ( , )K y   

funksiya kuchsiz maxsuslikka ega va 4 ( )g y  funksiya  0,1  kesmada uzluksiz bo‘ladi. 

Yuqoridagi shartlar bajarilganda (27) tenglama yagona  ( ) 0,1y C   yechimga ega bo‘ladi. 

( )y  funksiyani topish orqali  ,u x y  funksiyani 1D  sohada bir qiymatli aniqlanadi. 
2D  sohada 

masalaning yechimi  ,u x y  funksiya (15) formulaga asosan topiladi.  x  funksiya esa mos holda 

(19) formulaga ko‘ra aniqlanadi. Demak, quyidagi teorema o‘rinli. 

Teorema. Agar  1 2( ) 0,1 2 (0,1 2),x C C     1 2( ), ( ) 0,1 ,y y C  
2(0) (0) 0    

bo‘lsa, u holda 2-masala yechimi yagona bo‘ladi. 

Xulosa 

Ushbu maqolada ikkinchi tartibli model parabolo-giperbolik va parabolik qismida spektral parametr 

qatnashgan aralash tipdagi tenglamalar uchun to‘g‘ri to‘rtburchak va xarakteristik uchburchakdan 

iborat sohada integral shartli masalalarning bir qiymatli yechilishi tadqiq qilingan. Ba’zi yetarli 

shartlarda qo‘yilgan masalalar yechimining mavjudligi va yagonaligi isbotlangan. Masala yechimining 

mavjudligi va yagonaligini isbotlashda integral tenglamalar nazariyasi usullaridan foydalanilgan. 

Maqolada o‘rganilgan masalalar yangi va undan xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasini 

yanada rivojlantirish uchun foydalanish mumkin.  
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